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АНОТАЦІЯ На базі методу скінченних елементів розроблено числові методики для розв’язання нелінійної пружно-
пластичної задачі з врахуванням ізотропного зміцнення за двома алгоритмами. Програмна реалізація числової методики 
виконана на мові програмування CAD-системи Mathcad та базується на програмному коді для розв’язання тривимірних 
задач статичної пружності. За допомогою розробленого програмного забезпечення отримано  результати числових 
експериментів під час навантаження внутрішнім тиском товстостінного сталевого циліндра та  виконано їх зіставлення 
з даними числового аналізу, одержаного з використанням програмних продуктів ANSYS Mechanical APDL. Встановлено, що 
максимальне значення похибки визначення фізичних полів не перевищує 3,62 % за алгоритмом 1 і 1,11 % – за алгоритмом 2. 
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ABSTRACT The modern analysis of the scientific publications shows that sometimes the works which are dedicated to the numerical 
methods of solving the nonlinear elastoplastic problems lack the detailed algorithm description, intermediate calculations helping to 
obtain the main correlations and formulas. It complicates the coherence and the process of the appropriate program codes 
development. The given paper is considered as an attempt to solve these issues taking the elastoplastic problems with isotropic 
hardening as an example. The work is aimed to develop the numerical methodologies using 2 algorithm approaches when solving the 
nonlinear elastoplastic problem with isotropic hardening. The methodologies are based on the finite elements method. The 
formulated mathematical model of the elastoplastic problem is based on the mechanical motion balance equation in the incremental 
formulation using the mechanical model for the material with isotropic hardening according to bilinear law. The used step by step 
algorithm is based on the elastoplastic dependence between stress and deformation. The algorithm fulfills the condition of finding the 
intermediate solutions of the problem. The used reverse incremental algorithm is based on the usage of stress in order to find the 
equivalent plastic deformations using the reverse Euler's method. The numerical model is realized using the programming language 
of the CAD-system Mathcad and is based on the programming code for solving 3-dimensional problems of the static pressure. The 
results of the numerical experiments were compared with the application of the designed software with the data analysis obtained 
with the usage of the programming products of ANSYS Mechanical APDL. The comparison showed violation in the physical fields up 
to 3,62 % for the algorithm 1 and 1,11 % for the algorithm 2. 




Аналіз публікацій показує, що в розглянутих 
роботах, присвячених числовим методам розв’язання 
нелінійних пружно-пластичних задач [1–7], інколи 
бракує детального опису алгоритмів, проміжних 
викладок для отримання основних співвідношень та 
формул, що ускладнює їх однозначне розуміння та є 
особливо важливим під час розробки відповідних 
програмних кодів. 
Дана стаття може розглядатися як певна спроба 
в деякій мірі вирішити вказані проблеми на прикладі 




Розробити на основі методу скінченних 
елементів числові методики, що дають змогу 
використовувати різні алгоритмічні підходи під час 
розв’язання пружно-пластичних задач з врахуванням 
ізотропного зміцнення матеріалу. Провести 
зіставлення результатів числових експериментів, 
виконаних на базі розробленого авторського 
програмного забезпечення, з даними числового 
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Виклад основного матеріалу 
 
Математична модель пружно-пластичної задачі 
базується на рівнянні рівноваги механічного руху в 
інкрементальній формі з використанням механічної 
моделі для матеріалу з ізотропним зміцненням за 
білінійним законом [3–9] 
 
 0  σ f , (1) 
 
де   – оператор Гамільтона, м-1; σ  –симетричний 
тензор прирощення напруження 2-го рангу, Па; f  –вектор 
прирощення об’ємних сил, Н/м3. 
Згідно з інкрементальною теорією пластичності 
прирощення непружних пластичних деформацій plε  
розглядаються як початкові [3, 8]. Тоді тензор 
прирощення напруження σ  (1) виражається законом 
Гука, записаним через тензор прирощення повних 
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σ ε ε I – симетричний тензор 




el pl     ε u u ε ε  – симетричний тензор 
прирощення повних деформацій; u  – вектор 
прирощення переміщень, м;   11 22 33tr     ε  – 
слід тензора прирощення деформацій; ,el plε ε – пружна 





 – пружний 
модуль зсуву, Па; Е – модуль пружності під час 
одновісного розтягу, Па;   – коефіцієнт Пуассона; I  – 
одиничний тензор другого рангу. 
У разі ізотропного зміцнення умову текучості 
матеріалу можна записати таким чином [3–8] 
 
      , pl pleq y eqF f   σ σ , (3) 
 
де F  – функція поверхні текучості матеріалу;  f σ – 
скалярна функція тензора напруження σ , яка для 
випадків ізотропного зміцнення та ідеальної 




  S : S ;  1 tr
3
 S σ σ  – тензор 
девіаторних напружень, Па;  :  – оператор 
подвійного скалярного добутку тензорів; 
  0pl ply eq y eqh      – границя текучості матеріалу, в 








ε ε  – еквівалентна 
деформація за Мізесом; 0y  – початкове значення 
границі текучості матеріалу, Па; h –модуль 
зміцнення, Па. 





пластичної течії вважається асоціативним. 













Граничні умови для (1)–(3): 




u , (5) 
 
де 






 n u , (6) 
 
де n  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні тіла; 
suS  – поверхня симетрії тіла, м2; 




p  n n , (7) 
 
де p –зовнішній тиск, який задано на поверхні pS , Па; 










 F σ n , (8) 
 
де PF  – вектор зовнішньої сили в точці P , Н; pS  – 
елементарна  площадка  поверхні  тіла  в  околі  точки 
P ,  м2. 
Система рівнянь (1)–(8) є повним 
математичним формулюванням пружно-пластичної 
задачі з врахуванням ізотропного зміцнення 
матеріалу. 
Для розв’язання задачі (1)–(8) скористаємося 
методом скінченних елементів (МСЕ). Розглянемо два 
алгоритми розв’язання задачі пружно-пластичності 
[3–9], їх програмну реалізацію та виконаємо 
порівняння отриманих результатів з іншими 
числовими розв’язками [11]. 
Покроковий алгоритм1 [6, 7], що базується на 
пружно-пластичній залежності між напруженнями і 
деформаціями, в якому передбачається виконання 
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умови про знаходження проміжних розв’язків задачі в 
околі поверхні текучості. 
Розглянемо основні співвідношення МСЕ, що 
стосуються алгоритму 1 і частково алгоритму 2,які 
записано з використанням одноіндексної форми 
тензорів, характерної для МСЕ: 
 
 Ku F ; (9) 
  Ku F ; (10) 
 0 σKu f ; (11) 
     el B u  ; (12) 
    el el elD     ; (13) 
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; (14) 
     el B u  ; (15) 
    el el elD     ; (16) 
    ep ep elD     ; (17) 
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 K  – матриця системи лінійних 
алгебричних рівнянь (СЛАР) МСЕ; 
 e – індекс скінченних елементів (СЕ); E  – кількість 
СЕ, на які дискретизована розрахункова область  ; 
 ek 
 







F  – 
вектор вільних членів СЛАР;   – коефіцієнт 











  σf  
– вектор вільних членів СЛАР, пов’язаний з 
початковими напруженнями в СЕ; 
 eV
 – об’єм СЕ; 
   eB B     – матриця градієнтів СЕ; 
pl
 – тензор 
прирощення пластичних деформацій СЕ;  el  – 
тензор пружних деформацій СЕ;  u  – вектор 
вузлових переміщень СЕ;  el  – тензор прирощення 
пружних напружень СЕ; elD    – матриця пружних 
констант СЕ (в загальному випадку це тензор 
четвертого рангу); 
eq  – еквівалентне напруження за 
Мізесом СЕ;  ep  – тензор прирощення істинних 
напружень в пружно-пластичних СЕ; 
   
T
ep el el elF FD D D D
     
                          
–
матриця пружно-пластичних властивостей СЕ; 




                            
; 
   
 3
2 eq
SF f       
    
          
 – похідна за тензором 
напруження від функції поверхні текучості або 
градієнт функції пластичності, який є 
перпендикуляром до поверхні пластичності в точці з 
тензором напруження σ ;  S  – тензор девіаторних 
напружень СЕ;  el  – тензор прирощення пружних 
деформацій СЕ;  u  – вектор прирощення вузлових 
переміщень СЕ. 
Послідовність дій за алгоритмом 1. 
1. Розв’язується лінійна пружна задача за 
умови повного силового навантаження (9) [3, 8] і 
знаходяться вектори переміщення у вузлах СЕ  u  за 
нульових початкових напружень  0σ 0 . Далі 
визначаються тензори пружних деформацій  el  і 
напружень  el в СЕ за формулами (12), (13), 




(14) і обчислюється масштабний 
множник 0 ,max/y eq    (де ,maxeq – максимальне 
значення, 0y y    – початкове значення границі 
текучості за умови, що 0pleq  ).Виконується 
масштабування векторів переміщення   0u  , тензорів 
пружних деформацій  0el  і напружень  0el  по 
всіх СЕ, щоб початковий розв’язок задачі відповідав 
поверхні текучості. Запам’ятовуються поточні 
переміщення     0u u   і напруження 
   1 0el    в кожному СЕ. Наразі нульове 
наближення отримано. 
2. Задається кількість кроків навантаження N  
та визначається коефіцієнт прирощення навантаження 




  , тобто 0 1N   . 
Виконується присвоєння 0pleq   – еквівалентні 
пластичні деформації по всіх СЕ.  
3. Початок циклу по 1k N  з прирощення 
навантаження або покрокового циклу. Виконується 
мале прирощення навантаження F  і розв’язується 
СЛАР МСЕ відносно вузлових значень прирощення 
переміщень вигляду (10) та визначаються вектори 
______________________________________
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прирощення вузлових переміщень  
k
u . В кожному 
СЕ знаходяться тензори прирощення пружних 
деформацій  
k
el (15) і напружень  
k
el  
(16),поточні пружні напруження      2 1
k
el      та 
за 2  обчислюються еквівалентні напруження за 
Мізесом 
eq  (14). З використанням нестрогої 
нерівності  2 y    визначається список пластичних 
СЕ, в яких обчислюються тензори прирощення 
істинних напружень з використанням пружно-
пластичної залежності між напруженнями і 
деформаціями  
k
ep  (17), прирощення початкових 
напружень      0
k k k
el ep      і прирощення 
пластичної деформації  
kpl  (18), за значеннями 
яких визначаються прирощення еквівалентних 
пластичних деформацій pl
eq  (19). У якості першого 
наближення використовуються прирощення 
початкових пластичних напружень  0
k
 .Вузлові 
значення векторів прирощення переміщення 
накопичуються за формулою      
k
u u u  . Поточні 
значення прирощення напруження запам’ятовуються 
в пластичних СЕ за формулою      2 1 ep     , а в 
пружних за –      2 1 el      та виконується 
присвоєння    1 2   . Еквівалентні пластичні 
деформації накопичуються в пластичних СЕ 
pl pl pl
eq eq eq     .За отриманим значеннями 
pl
eq уточняється значення границі текучості матеріалу 
y (20) по пластичних СЕ. 
4. Цикл за початковими напруженнями 
1,2,m  . За умови, що 0F , за отриманими в п. 3 
прирощеннями початкових напружень  0  із 
розв’язання СЛАР МСЕ вигляду (11)отримуються 
вузлові значення векторів прирощення переміщень 
 
m
u , тензори прирощення пружних деформацій 
 
m
el  (15) і напружень  
m
el  (16), поточні пружні 
напруження      2 1
m
el      та за  2  
обчислюються еквівалентні напруження за Мізесом 
eq  (14). На підставі нерівності  2 y    
визначається список пластичних СЕ, в яких 
обчислюються тензори прирощення істинних 
напружень  
m
ep  (17), прирощення початкових 
напружень      0
m m m
el ep      і прирощення 
пластичної деформації  
kpl  (18), за якими 
визначаються прирощення еквівалентних пластичних 
деформацій pl
eq  (19). Отриманий тензор  0
m
  тепер є 
новими початковими напруженнями. Поточні 
значення переміщень напруження запам’ятовуються в 
пластичних СЕ за формулою      2 1 ep     . 
Виконуються присвоєння      
m
u u u  , 
pl pl pl
eq eq eq     ,    1 2   . Уточняється значення 
границі текучості матеріалу y (20) по пластичних 
СЕ. Виконується перевірка: pl
eq    . Якщо перевірка 
не виконуються, то розрахунки повторюються з п. 4, у 
зворотному випадку відбувається перехід до п. 5. 
5. Виконується присвоєння 1k k  . 
Перевірка, якщо k N , то виконується перехід в п. 
3, у зворотному випадку обчислюються повні 
еквівалентні деформації tot
eq  (19) і пружні 
еквівалентні деформації el tot pl
eq eq eq     по всіх СЕ. На 
цьому розв’язання задачі завершено. 
Зворотний інкрементарний алгоритм 2 [3, 10] 
базується на використанні пробних напружень для 
знаходження еквівалентних пластичних деформацій 
за зворотним метод Ейлера. 
Розглянемо основні формули алгоритму 2: 
 
     tr trB u  ; (21) 
    tr el trD     ; (22) 





2 2 2 2 2 23
1 2 3 4 5 62 2 ;
tr tr tr tr
eq ij ijS S
S S S S S S
    
      
 
 (24) 











G e h e
     




































  0 2  pl pl
old
G    σ e e ,  (31) 
 
де  tr  – тензор пробних пружних деформацій СЕ; 
 tru  – вектор пробних вузлових переміщень СЕ; 
 tr  – тензор пробних пружних напружень СЕ; trS  – 
______________________________________
______________________________________
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тензор пробних девіаторних напружень СЕ; tr tr
eq    
– еквівалентні напруження за Мізесом; ple  – 
прирощення еквівалентних пластичних деформацій; 
S  – тензор девіаторних пружних деформацій; n – 
градієнт функції пластичності; 0  – тензор 
прирощення початкових напружень; ple  – тензор 
прирощення пластичних деформацій.  
Для отримання (26) з (25) використовуються 
такі перетворення: 
– інтегрування рівняння закону пластичної 
течії в диференціальній формі pl pld dee n
 
з 
використанням зворотного методу Ейлера дає 
рівняння у вигляді прирощень тензора пластичних 
девіаторних деформацій,тобто закон пластичної течії 
 
 
pl ple  e n ; (32) 
 
– комбінуючи рівняння тензора девіаторний 
напружень з рівнянням для швидкості деформацій 
el pld d d ε ε ε , отримуємо 
 
  2 el pltG e  S e e n , (33) 
 
де t  – поточний час; 
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 e e e  – тензор повних деформацій; 
 plq     – границя текучості; 
– скалярний добуток рівняння (34) самого на 
себе дає 
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q  S S ; 2 ˆ ˆ:
3
e  e e
 
– повна еквівалентна 
девіаторна деформація; 
– виконуючи в (35) заміни 3tr Ge   і 
 plyq e   , остаточно отримується вираз для 
прирощення еквівалентної пластичної деформації 
ple  (26) 
 
  3tr pl plyG e e      ; (36) 
 
– з використанням в (34) заміни ˆ2tr GS e  і 
 plyq e    отримується формула для визначення 











   
   
S S . (37) 
 
Послідовність дій за алгоритмом 2. 
1. Розв’язується лінійна пружна задача за 
повного навантаження (9). Отримується вектор 
пробних переміщень у вузлах  tru . Виконується 
присвоєння: 1k   – номер ітерації, 0pl
old
 e  – 
початкові пластичні деформації. 
2. Визначаються тензори пробних деформацій 
 tr  (21), пробних напружень  tr  (22), пробних 
девіаторних напружень (23), а також пробні 
еквівалентні напруження за Мізесом tr tr
eq    (24) по 
всіх СЕ. 
3. Визначається список пластичних скінченних 
елементів з використанням умови  tr pleq y e     
(для 1k  , 0y y   ). Далі в пластичних СЕ 
визначаються прирощення еквівалентних пластичних 
деформацій за формулою 
ple
 (27) (у разі нелінійної 
залежності  ply e   для визначення ple  
використовується метод Ньютона [10,12]), 
уточняється значення границі текучості матеріалу в 
пластичних СЕ  ply e   (28), тензор девіаторних 
пружних деформацій S за формулою (29) та 
еквівалентні напруження за Мізесом 
tr
 (24), 
визначаються градієнт функції пластичності n  (30), 




та знаходяться еквівалентні пластичні деформації 
pl pl pl
eq e     , 
2
3 : .
pl pl ple   e e  
4. Визначається тензор початкових пластичних 
напружень за формулою (31). Розв’язується пружна 
задача за умови 0F  і навантаженням початковими 
напруженнями (11) та визначається вектор 
переміщення 
1k k k  u u u . Виконується перевірка 
______________________________________
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u  u  або 0
0

  σ . Якщо нерівності 
виконуються, то ітерації закінчено і відбувається 
перехід у п. 5. У зворотному випадку виконується 
присвоєння 1k k   і здійснюється перехід у п. 2 та 
розв’язання задачі повторюється.  
5. По всіх СЕ обчислюються  tot ,  eq , 
     el tot pleq eq eq     , де  toteq визначається за 
формулою (19). 
Програмна реалізація алгоритмів та тести. Для 
виконання тестування викладених у роботі числових 
методик розв’язання нелінійної пружно-пластичної 
задачі з врахуванням ізотропного зміцнення 
використано тетраедні СЕ з чотирма вузлами. 
Дискретизація розрахункової області виконувалася в 
середовищі вільно відкритого програмного 
забезпечення для автоматизованої генерації сіток 
Gmsh [13], а для візуалізації результатів розрахунків 
застосовано – ParaView [14], який також є вільно 
відкритим програмним кодом. 
Програмна реалізація числової методики 
виконана на мові програмування CAD-системи 
Mathcad [15] та базується на програмному коді для 
розв’язання тривимірних задач статичної пружності, 
наведеного в [16]. Оцінка точності розрахунків 
проведена за допомогою зіставлення з числовими 
розв’язками, отриманими за допомогою іншого 
програмного забезпечення [11]. У якості 
геометричного об’єкта для моделювання обрано 
порожнистий циліндр за граничних умов Дирихле і 
Неймана (закріплення і навантаження надлишковим 
тиском). 
Числова модель задачі пружно-пластичності 
являє собою четверту частину порожнистого 
циліндра, яку побудовано за допомогою спеціального 
geo-файлу в програмі Gmsh, та виконано 
дискретизацію на тетраедні СЕ (рис. 1). 
Тестування розроблених у середовищі Mathcad 
програмних кодів для розв’язання задачі пружно-
пластичності з ізотропним зміцненням (1)-(8) за двома 
алгоритмами виконано на прикладі матеріалу з 
фізичними властивостями близькими до вуглецевої 
сталі. 
Тест. Задача пружно-пластичності з 
врахуванням ізотропного зміцнення товстостінного 
циліндра з радіусами 1 2 0,05 0,08r r   м і висотою 
h =0,005 м. Матеріал сталь – 112 10E    Па, 0,3  , 
0y   320 МПа, h   1,5 ГПа. Тиск в середині 
циліндра становить p  = 150 МПа. 
Дані числового моделювання фізичних полів з 
використанням розробленого програмного 
забезпечення показано на рис. 1, а результати 









Рис. 1 – Результати числового розв’язання пружно-
пластичної задачі з врахуванням ізотропного 
зміцнення за алгоритмом 1 (вузлів 771, СЕ – 2366): 
а – поле сумарних переміщень su , м;  
б – поле еквівалентних напружень, 
eq ,Па;  
в – поле еквівалентних пластичних деформацій pl
eq ; 
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Аналіз порівняння результатів показує, що дані 
моделювання за розробленим програмними кодами 
збігаються з числовим розв’язком [11]. При цьому 
максимальне значення похибки визначення фізичних 
полів не перевищує 3,62 % за алгоритмом 1 і 1,11 % – 
за алгоритмом 2. Алгоритм 2 порівняно з алгоритмом 
1 потребує ітерацій в 5 і більше разів для досягнення 
приблизно однакової точності розрахунків. Розглянуті 
алгоритми можна також застосовувати як до задач 
ідеальної пластичності, так і з реальними 




На базі методу скінченних елементів 
розроблено числові методики та програмне 
забезпечення для розв’язання нелінійної пружно-
пластичної задачі за двома алгоритмами та виконано 
зіставлення результатів числових експериментів з 
даними числового аналізу, виконаного з 
використанням програмних продуктів ANSYS 
Mechanical APDL. Встановлено, що максимальне 
значення похибки визначення фізичних полів не 
перевищує 3,62 % за алгоритмом 1 і 1,11 % – за 
алгоритмом 2. 
Подальші дослідження доцільно продовжити у 
напрямку розробки методик та алгоритмів 
розв’язання контактних задач механіки твердого 
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